
Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2020 � 2021 ó÷åáíûé ãîä

6 ÊËÀÑÑ

1. Â çàáåãå ó÷àñòâîâàëè 25 ñïîðòñìåíîâ. ×èñëî òåõ, êòî ôèíèøèðîâàë ðàíüøå
Ïåòè, â òðè ðàçà ìåíüøå òåõ, êòî ôèíèøèðîâàë ïîçæå íåãî. Êàêîå ìåñòî çàíÿë
Ïåòÿ?

2. Òðè ÷åëîâåêà ñîáðàëèñü âìåñòå. Êàæäûé èç íèõ ëèáî ÿâëÿåòñÿ ðûöàðåì, è
âñåãäà ãîâîðèò ïðàâäó, ëèáî ÿâëÿåòñÿ ëæåöîì, è âñåãäà ãîâîðèò íåïðàâäó. Ïåð-
âûé èç íèõ ñêàçàë: "ñðåäè íàñ òðîèõ âñå ëæåöû". Âòîðîé ñ íèì íå ñîãëàñèëñÿ,
ñêàçàâ: "ñðåäè íàñ òðîèõ ðîâíî îäèí ëæåö". Ìîæíî ëè íà îñíîâàíèè ýòîé èí-
ôîðìàöèè íàâåðíÿêà çàêëþ÷èòü, êåì ÿâëÿåòñÿ òðåòèé: ðûöàðåì èëè ëæåöîì?

3. Ïî îêðóæíîñòè òðåáóåòñÿ ðàññòàâèòü øåñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íåíóëåâûõ
öèôð òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ëþáûå òðè öèôðû, èäóùèå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå
ïîäðÿä, äàâàëè ÷èñëî, êðàòíîå 7. Ìîæíî ëè ýòîãî äîáèòüñÿ?

4. Ìîæíî ëè ðàçäàòü øåñòè äåòÿì 40 êîíôåò òàê, ÷òîáû ó âñåõ áûëî ðàçíîå êî-
ëè÷åñòâî êîíôåò, è ó êàæäûõ äâóõ âìåñòå áûëî íå áîëåå 17 êîíôåò?

5. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå íàðèñîâàí êâàäðàò 5 × 5. Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü åãî ïî
êëåòî÷êàì íà òðè ÷àñòè ñ ðàâíûìè ïåðèìåòðàìè è ïî÷òè ðàâíûìè (îòëè÷àþ-
ùèìèñÿ íå áîëåå ÷åì íà îäíó êëåòî÷êó) ïëîùàäÿìè?

Çà ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è äàåòñÿ ïî 7 áàëëîâ
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Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2020 � 2021 ó÷åáíûé ãîä

7 ÊËÀÑÑ

1. Ìîæíî ëè ïîëó÷èòü ÷èñëî 100 èç øåñòè ñåì¼ðîê? Ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü
ñêîáêè è çíàêè àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé. Öèôðû ãðóïïèðîâàòü íåëüçÿ.

2. ×åòûðå ÷åëîâåêà ñîáðàëèñü âìåñòå. Êàæäûé èç íèõ ëèáî ÿâëÿåòñÿ ðûöàðåì,
è âñåãäà ãîâîðèò ïðàâäó, ëèáî ÿâëÿåòñÿ ëæåöîì, è âñåãäà ãîâîðèò íåïðàâäó.
Ïåðâûé èç íèõ ñêàçàë: "ñðåäè íàñ ðîâíî îäèí ëæåö". Âòîðîé ñ íèì íå ñîãëà-
ñèëñÿ, ñêàçàâ: "ñðåäè íàñ ðîâíî äâà ëæåöà". Òðåòèé ïðîìîë÷àë, à ÷åòâ¼ðòûé
ñîîáùèë, ÷òî ñðåäè ÷åòâåðûõ âñå ÿâëÿþòñÿ ëæåöàìè. Ìîæíî ëè íà îñíîâàíèè
ýòîé èíôîðìàöèè íàâåðíÿêà çàêëþ÷èòü, êåì ÿâëÿåòñÿ òðåòèé: ðûöàðåì èëè
ëæåöîì?

3. Ïî îêðóæíîñòè òðåáóåòñÿ ðàññòàâèòü øåñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íåíóëåâûõ
öèôð òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ëþáûå òðè öèôðû, èäóùèå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå
ïîäðÿä, äàâàëè ÷èñëî, êðàòíîå 7. Ñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ìîæíî
ýòîãî äîáèòüñÿ? Ñïîñîáû, îòëè÷àþùèåñÿ ïîâîðîòîì, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè.

4. Íà ïëîñêîñòè îòìåòèëè íåñêîëüêî òî÷åê. Îêàçàëîñü, ÷òî èìååòñÿ ðîâíî âîñåìü
òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ. Ìîæíî ëè íàâåðíÿêà óòâåð-
æäàòü, ñêîëüêî òî÷åê áûëî îòìå÷åíî?

5. Èìååòñÿ 7 îäèíàêîâûõ ñ âèäó ìîíåò. Èç íèõ 2 ôàëüøèâûõ, âåñ êîòîðûõ îäèíà-
êîâ, è îí ìåíüøå âåñà íàñòîÿùåé ìîíåòû. Âñå íàñòîÿùèå ìîíåòû âåñÿò îäèíà-
êîâî. Ìîæíî ëè çà òðè âçâåøèâàíèÿ íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü îïðåäåëèòü
îáå ôàëüøèâûå ìîíåòû?

Çà ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è äàåòñÿ ïî 7 áàëëîâ
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Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2020 � 2021 ó÷åáíûé ãîä

8 ÊËÀÑÑ

1. Äàíî 13 ÿáëîê. Èìåþòñÿ âåñû, ïîçâîëÿþùèå óçíàòü ñóììàðíûé âåñ ëþáûõ äâóõ
ÿáëîê. Êàê çà 8 âçâåøèâàíèé óçíàòü ñóììàðíûé âåñ âñåõ ÿáëîê?

2. Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü íà 7 êâàäðàòîâ êëåò÷àòûé ïðÿìîóãîëüíèê ðàçìåðîì 8×9,
ïðîâîäÿ ðàçðåçû ïî ñòîðîíàì êëåòî÷åê?

3. Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ ëèáî ïðèáàâèòü 3 ê íàòóðàëüíîìó ÷èñëó, ëèáî óìíî-
æèòü ýòî ÷èñëî íà 2. Çà êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî õîäîâ ìîæíî èç 1 ïîëó÷èòü
100?

4. Ìîæíî ëè ïåðåñòàâèòü öèôðû ÷èñëà 123456, ÷òîáû ðåçóëüòàò äåëèëñÿ íàöåëî
íà 11?

5. Â ïîäçåìíîì ëàáèðèíòå èìååòñÿ íåñêîëüêî êîìíàò. Ëþáàÿ èç íèõ ñîåäèíåíà íå
áîëåå ÷åì ñ òðåìÿ äðóãèìè. Òàêæå èçâåñòíî, ÷òî èç ëþáîé êîìíàòû â ëþáóþ
ìîæíî ïðîéòè èëè íåïîñðåäñòâåííî, èëè ÷åðåç îäíó ïðîìåæóòî÷íóþ êîìíàòó.

Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî êîìíàò ìîæåò áûòü â òàêîì ëàáèðèíòå?

Çà ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è äàåòñÿ ïî 7 áàëëîâ
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Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2020 � 2021 ó÷åáíûé ãîä

9 ÊËÀÑÑ

1. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ôèãóðà, ÷òî è èç 16, è èç 18 å¼ ýêçåìïëÿðîâ ìîæíî ñëî-
æèòü êâàäðàò?

2. Ìîæíî ëè, èñïîëüçóÿ ïî ðàçó êàæäîå èç ÷èñåë îò 1 äî 10, ðàññòàâèòü èõ â
âåðøèíàõ è íà ñòîðîíàõ ïÿòèóãîëüíèêà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñóììà òð¼õ ÷èñåë
âäîëü êàæäîé èç ñòîðîí áûëà îäèíàêîâîé?

3. Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ ëèáî ïðèáàâèòü 3 ê íàòóðàëüíîìó ÷èñëó, ëèáî óìíî-
æèòü ýòî ÷èñëî íà 2. Çà êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî õîäîâ ìîæíî èç 1 ïîëó÷èòü
2020?

4. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë ïðè âåðøèíå B âäâîå áîëüøå óãëà ïðè âåðøèíå C.
Ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà AL, è íà ñòîðîíå AC âûáðàíà òî÷êà D òàêàÿ, ÷òî LA
äåëèò óãîë BLD ïîïîëàì. Äîêàçàòü, ÷òî BL = CD.

5. Â êíèãå âñòðå÷àåòñÿ íåñêîëüêî óïîìèíàíèé äàò. Êàæäàÿ èç íèõ çàïèñàíà øå-
ñòüþ öèôðàìè. Íàïðèìåð, 19 ñåíòÿáðÿ 2020 ãîäà çàïèñàíî êàê 19.09.20. Ìîãëî
ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî êàæäàÿ öèôðà îò 0 äî 9 âñòðåòèëàñü îäèíàêîâîå ÷èñëî ðàç?

Çà ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è äàåòñÿ ïî 7 áàëëîâ

Ìàêñèìàëüíàÿ ñóììà áàëëîâ ðàâíà 35



Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2020 � 2021 ó÷åáíûé ãîä

10 ÊËÀÑÑ

1. Èìååòñÿ ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë îò 1 äî 10. Ïàðó ñòîÿùèõ ðÿäîì ÷èñåë íàçîâ¼ì
õîðîøåé, åñëè îäíî èç íèõ íàöåëî äåëèòñÿ íà äðóãîå. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå
÷èñëî õîðîøèõ ïàð ìîæåò ïðèñóòñòâîâàòü â òàêîé ïåðåñòàíîâêå?

2. Âñå öèôðû ÷åòûð¼õçíà÷íîãî ÷èñëà ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ñðåäè íèõ ðîâíî äâå
äåëÿòñÿ íà 2, è ðîâíî òðè äåëÿòñÿ íà 3. Ñêîëüêî èìååòñÿ òàêèõ ÷èñåë?

3. Ñóùåñòâóþò ëè äâà ÷èñëà, ñóììà êîòîðûõ áîëüøå ñóììû èõ êâàäðàòîâ, íî
ìåíüøå ñóììû êóáîâ?

4. Âíóòðè êâàäðàòà ABCD âûáðàíà òî÷êà P , äëÿ êîòîðîé PA = 1, PB = 2,
PC = 3. Íàéòè âåëè÷èíó óãëà APB.

5. Èìååòñÿ 4 ÷èñëà: a1, a2, a3, a4, êàæäîå èç êîòîðûõ ðàâíî íóëþ èëè åäèíèöå. Çà
îäèí âîïðîñ ðàçðåøàåòñÿ óçíàòü, ÷åìó ðàâíà ñóììà íåñêîëüêèõ èç íèõ. Ìîæíî
ëè, çàäàâ ïîñëåäîâàòåëüíî òðè âîïðîñà, óçíàòü çíà÷åíèå êàæäîãî èç ÷èñåë?

Çà ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è äàåòñÿ ïî 7 áàëëîâ
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Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2020 � 2021 ó÷åáíûé ãîä

11 ÊËÀÑÑ

1. Äàí êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí f(x). Èçâåñòíî, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî f(n) = n3

ïðè n = 1, n = 2 è n = 3. Íàéòè f(−1).

2. Â øàõìàòíîì òóðíèðå ó÷àñòâîâàëî áîëåå äâóõ ÷åëîâåê. Îäèí èç íèõ, Ñàâåëèé,
íàáðàë ìåíüøå âñåõ î÷êîâ. Îäíîãî èç ó÷àñòíèêîâ, Îñòàïà, äèñêâàëèôèöèðîâà-
ëè, à âñå î÷êè, íàáðàííûå âî âñòðå÷àõ ñ íèì, àííóëèðîâàëè, èñêëþ÷èâ ýòîãî
èãðîêà èç òàáëèöû. Ìîã ëè â ðåçóëüòàòå Ñàâåëèé ñòàòü àáñîëþòíûì ïîáåäèòå-
ëåì òóðíèðà, îïåðåäèâ âñåõ îñòàëüíûõ ïî ÷èñëó î÷êîâ? Â øàõìàòàõ çà ïîáåäó
ïðèñóæäàåòñÿ 1 î÷êî, çà íè÷üþ 1/2 î÷êà, çà ïîðàæåíèå 0 î÷êîâ.

3. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåñòàâèòü öèôðû ÷èñëà 12345678, ÷òîáû ðå-
çóëüòàò äåëèëñÿ íàöåëî íà 11?

4. Íàéòè âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

1 + 2x + 3y + 4z = (1 + 2 + 3 + 4)k

â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

5. Â ïðîñòðàíñòâå ðàñïîëîæåí òðåóãîëüíèê ABC, äëèíû ñòîðîí êîòîðîãî ðàâíû
AB = 5, BC =

√
2, CA =

√
13. Ìîæíî ëè òàê ðàñïîëîæèòü åãî ïî îäíó ñòî-

ðîíó îò íåêîòîðîé ïëîñêîñòè α, ÷òîáû ðàññòîÿíèÿ îò âåðøèí A, B, C äî ýòîé
ïëîñêîñòè ðàâíÿëèñü 1, 2, 3 ñîîòâåòñòâåííî?

Çà ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è äàåòñÿ ïî 7 áàëëîâ
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Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2020 � 2021 ó÷åáíûé ãîä

Ðåøåíèÿ è óêàçàíèÿ

Ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è îöåíèâàåòñÿ â 7 áàëëîâ. Ïðè íåïîëíîì ðåøåíèè
çàäà÷è, áàëëû îáû÷íî âûñòàâëÿþòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî òîìó, êàêîé ïðîöåíò ïîëåç-
íûõ èíòåëëåêòóàëüíûõ óñèëèé, íóæíûõ äëÿ å¼ ðåøåíèÿ, áûë çàòðà÷åí. Íàïðèìåð,
íå ñëåäóåò âîîáùå äàâàòü áàëëû çà ðàññìîòðåíèå ëåãêèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, êîòîðûå
íèêàê íå ïðîÿñíÿþò îáùåé êàðòèíû.

Çà çàäà÷è, êîòîðûå ðåøåíû ïî÷òè ïîëíîñòüþ, íî â ðåøåíèè êîòîðûõ äîïóùåíû
ìåëêèå îøèáêè (ñêàæåì, àðèôìåòè÷åñêèå), ìû ðåêîìåíäóåì âû÷èòàòü îäèí èëè äâà
áàëëà â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà äîïóùåííîé îøèáêè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðîâåðêà ðåøåíèé çàäà÷ è âûñòàâëåíèå áàëëîâ ÿâëÿåòñÿ
â ëþáîì ñëó÷àå ïðîöåññîì òâîð÷åñêèì è ïëîõî ïîääà¼òñÿ ôîðìàëèçàöèè. Ïîýòîìó
òðóäíî äàòü ðåêîìåíäàöèè, îõâàòûâàþùèå âñå âîçìîæíûå ñèòóàöèè, êîòîðûå ìîãóò
âîçíèêíóòü â õîäå ïðîâåðêè. Ðåøåíèÿ çàäà÷, ïîëó÷åííûõ ó÷åíèêàìè, áåçóñëîâíî,
ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îò àâòîðñêèõ. Åäèíñòâåííûì êðèòåðèåì â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ
ïðàâèëüíîñòü ðàññóæäåíèé.

Íåêîòîðûå ïðåäëîæåíèÿ ïî âûñòàâëåíèþ áàëëîâ, êàñàþùèåñÿ îòäåëüíûõ çàäà÷,
ïðèâåäåíû íèæå.

Â òåõ çàäà÷àõ, ãäå òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü êàêîé-ëèáî ïðèìåð, íå îáÿçàòåëüíî ïðè-
âîäèòü ðàññóæäåíèÿ î òîì, êàê èìåííî îí áûë ïîëó÷åí. Â ñëó÷àå, åñëè ïðàâèëüíîñòü
ïðèìåðà ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, åãî äîñòàòî÷íî âñåãî ëèøü ïðåäúÿâèòü. Ê ýòîé ãðóïïå
çàäà÷ îòíîñÿòñÿ VI.3, VI.5, VII.1, VIII.2, IX.1, IX.2, à òàêæå X.3, õîòÿ â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå æåëàòåëüíî îïèñûâàòü ïóòü íàõîæäåíèÿ ïðèìåðà.

Çàäà÷è VI.1, VI.4, VIII.1, VIII.4 îòíîñÿòñÿ ê ÷èñëó îáû÷íûõ øêîëüíûõ. Èõ îöåíêà
äîëæíà ïðîèçâîäèòüñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îáû÷íîé ïðàêòèêîé. Ìàêñèìàëüíûé áàëë
äà¼òñÿ çà ïîëíîå ðåøåíèå.

Ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è IX.4, X.4, XI.5, âêëþ÷àÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, îöå-
íèâàþòñÿ ïî òåì æå êðèòåðèÿì.

Â çàäà÷àõ íà òåìó èãð, ñòðàòåãèé, à òàêæå ïîëíîãî îïèñàíèÿ êàêèõ-ëèáî êîí-
ñòðóêöèé ñëåäóåò îáðàùàòü âíèìàíèå íà ëîãè÷åñêóþ ïîëíîòó ðàññóæäåíèé. Ñþäà
ìîæíî îòíåñòè çàäà÷è VI.2, VII.2, VII.5, VIII.3, IX.3, X.5, XI.2. Çà ïðèâåä¼ííûé ïðà-
âèëüíûé îòâåò áåç îáîñíîâàíèÿ áàëëû çäåñü íå äîëæíû ïðèñóæäàòüñÿ.



Â çàäà÷å VII.3 çà ïîñòðîåíèå ÷àñòíîãî ïðèìåðà äà¼òñÿ 1 áàëë. Åñëè âñå êîíôè-
ãóðàöèè îïèñàíû, íî áåç ïîëíîãî äîêàçàòåëüñòâà, òî ïðèñóæäàåòñÿ 3 áàëëà.

Â çàäà÷å VII.4 çà ïðèìåð êîíôèãóðàöèè ñ 5 òî÷êàìè äà¼òñÿ 1 áàëë. Åñëè îñíîâíûå
ñëó÷àè äðóãîãî êîëè÷åñòâà òî÷åê ðàçîáðàíû, íî íå äî êîíöà, òî ìîæíî äàâàòü äî 4
áàëëîâ.

Â çàäà÷å VIII.5 çà ïîëó÷åíèå îöåíêè (íå áîëåå 10) äà¼òñÿ 3 áàëëà, à çà ïîñòðîåíèå
ïðèìåðà ñ 10 òî÷êàìè � äî 4 áàëëîâ (ïðè íàëè÷èè îáîñíîâàíèÿ).

Â çàäà÷å IX.5 çà âåðíóþ èäåþ ïîäñ÷¼òà êîëè÷åñòâà ðåäêî âñòðå÷àþùèõñÿ öèôð
ìîæíî äàâàòü äî 2 áàëëîâ.

Â çàäà÷å X.1 çà ïîñòðîåíèå âåðíîãî ïðèìåðà ñ 8 õîðîøèìè ïàðàìè ïðèñóæäàåòñÿ
3 áàëëà.

Â çàäà÷å X.2, ïðè íàëè÷èè âåðíîé ñòðàòåãèè ïîäñ÷¼òà, îñíîâàííîé íà ðàçáîðå
ñëó÷àåâ, ìîæíî äàâàòü äî 2 áàëëîâ.

Â çàäà÷å XI.1 çà âåðíîå ñîñòàâëåíèå ñèñòåìû äà¼òñÿ äî 2 áàëëîâ.
Â çàäà÷å XI.3 ïðè íàëè÷èè îïèñàíèÿ ÷èñåë òðåáóåìîãî âèäà ìîæíî äàâàòü äî 3

áàëëîâ.
Â çàäà÷å XI.4 çà íàõîæäåíèå âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (áåç îáîñíîâàíèÿ) ìîæíî

äàâàòü äî 2 áàëëîâ.



Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2020 � 2021 ó÷åáíûé ãîä

6 êëàññ (ðåøåíèÿ)

1. Îòâåò: 7-å ìåñòî.

24 ó÷àñòíèêà çàáåãà, íå ñ÷èòàÿ Ïåòè, ðàñïðåäåëèëèñü â ïðîïîðöèè 1 : 3 (äî
íåãî è ïîñëå íåãî). Ïîýòîìó äî Ïåòè ïðèáåæàëà ÷åòâ¼ðòàÿ ÷àñòü îò 24, òî åñòü
øåñòåðî, à 18 ñïîðòñìåíîâ ïðèáåæàëî ïîñëå íåãî. Îí ñàì çàíÿë ñåäüìîå ìåñòî.

2. Îòâåò: äà, ìîæíî.

Ïåðâûé ó÷àñòíèê íå ìîæåò áûòü ðûöàðåì, òàê êàê â òàêîì ñëó÷àå îí áû íå
ñêàçàë, ÷òî âñå ñîáðàâøèåñÿ � ëæåöû. Ñëåäîâàòåëüíî, îí ëæåö. Òîãäà ñîîá-
ù¼ííîå èì ÿâëÿåòñÿ íåïðàâäîé, à ïîòîìó ðûöàðè â êîìïàíèè èìåþòñÿ. Åñëè
âòîðîé ÿâëÿåòñÿ ðûöàðåì, òî îí ñêàçàë ïðàâäó, è â êîìïàíèè ðîâíî îäèí ëæåö,
êàêîâûì ÿâëÿåòñÿ ïåðâûé. Çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå òðåòèé îêàçûâàåòñÿ ðûöà-
ðåì. Åñëè æå âòîðîé ÿâëÿåòñÿ ëæåöîì, òî è â ýòîì ñëó÷àå òðåòèé äîëæåí áûòü
ðûöàðåì, òàê êàê ëæåöàìè ÿâëÿþòñÿ íå âñå òðîå.

Òàêèì îáðàçîì, òðåòèé ó÷àñòíèê çàâåäîìî îêàçûâàåòñÿ ðûöàðåì.

Çàìåòèì, ÷òî î ïðèíàäëåæíîñòè âòîðîãî ìû íèêàêîé èíôîðìàöèåé íå ðàñïî-
ëàãàåì: îí ìîæåò îêàçàòüñÿ è ðûöàðåì, è ëæåöîì.

3. Îòâåò: äà, ìîæíî.

Îäèí èç âîçìîæíûõ ïðèìåðîâ: 154623 (ïî êðóãó).

4. Îòâåò: íåò, íåëüçÿ.

Ïóñòü ÷èñëî êîíôåò ó äåòåé ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ a < b < c < d < e < f .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî e+ f ≤ 17. ×èñëî c ïî êðàéíåé ìåðå íà 2 ìåíüøå e, è d ïî
êðàéíåé ìåðå íà 2 ìåíüøå f . Ñëåäîâàòåëüíî, c+ d ìåíüøå e+ f êàê ìèíèìóì
íà 4, òî åñòü c + d ≤ 13. Àíàëîãè÷íî, a + b ≤ 9. Âìåñòå ýòî äà¼ò íå áîëåå
9 + 13 + 17 = 39 êîíôåò, âîïðåêè óñëîâèþ.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ÷èñëà 18 âìåñòî 17 ëåãêî ñòðîèòñÿ ïðèìåð:

10 + 8 + 7 + 6 + 5 + 4 = 40.



5. Îòâåò: äà, ìîæíî.

Îïèøåì ñëîâåñíî îäèí èç ïðèìåðîâ ðàçðåçàíèÿ. Ðèñóíîê ïðè ýòîì áóäåò ñèì-
ìåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé, ðàçäåëÿþùåé êâàäðàò ïîñåðå-
äèíå.

Ïåðâàÿ ôèãóðà ñîñòîèò èç ïåðâîãî ñëåâà ñòîëáöà, è òð¼õ êëåòîê âòîðîãî ñòîëá-
öà: äâóõ âåðõíèõ è îäíîé íèæíåé. Òðåòüÿ ôèãóðà åé ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî
âåðòèêàëüíîé îñè. Âòîðàÿ ôèãóðà ðàñïîëîæåíà ìåæäó íèìè.

Ïåðèìåòð ó êàæäîé èç ôèãóð ðàâåí 16, à çíà÷åíèÿ ïëîùàäåé ðàâíû 8, 9, 8.



Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2020 � 2021 ó÷åáíûé ãîä

7 êëàññ (ðåøåíèÿ)

1. Îòâåò: äà, ìîæíî.

Ïðèìåð ðåøåíèÿ:
(7 + 7) · 7 + (7 + 7) : 7 = 100

2. Îòâåò: äà, ìîæíî.

×åòâ¼ðòûé ó÷àñòíèê íå ìîã áûòü ðûöàðåì, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëó-
÷èëîñü áû, ÷òî îí ñêàçàë íåïðàâäó. Ñëåäîâàòåëüíî, îí ëæåö, à ðûöàðè ñðåäè
÷åòâåðûõ íàéäóòñÿ. Ïåðâûé è âòîðîé ñêàçàëè ïðîòèâîðå÷àùèå äðóã äðóãó âå-
ùè. Çíà÷èò, îíè îáà íå ìîãóò áûòü ðûöàðÿìè, è òîãäà ëæåöîâ êàê ìèíèìóì äâà.
Çíà÷èò, ïåðâûé ñêàçàë íåïðàâäó, òî åñòü îí ëæåö. Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ëæåöîâ
ðîâíî äâà, òî îñòàëüíûå � ðûöàðè, âêëþ÷àÿ òðåòüåãî. Åñëè æå ëæåöîâ áîëåå
äâóõ, òî âòîðîé ñîãëàë, è òîãäà òðåòèé ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðûöàðåì. Òåì
ñàìûì, ìû ïðèøëè ê îäíîçíà÷íîìó âûâîäó, ÷òî òðåòèé ó÷àñòíèê � ðûöàðü.

Çàìåòèì, ÷òî î ïðèíàäëåæíîñòè âòîðîãî ìû èíôîðìàöèåé íå ðàñïîëàãàåì: îí
ìîæåò îêàçàòüñÿ êàê ðûöàðåì, òàê è ëæåöîì.

3. Îòâåò: 4 ñïîñîáàìè.

Ïóñòü òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî x = 100a + 10b + c äåëèòñÿ íà 7, è ÷èñëî y = 100b +
10c + d, îáðàçîâàííîå ñëåäóþùåé òðîéêîé öèôð, òàêæå äåëèòñÿ íà 7. Òîãäà
100x− y = 1000a− d = 1001a− (a+ d), òî åñòü a+ d äåëèòñÿ íà 7, òàê êàê 1001
äåëèòñÿ.

Ìû ýòèì äîêàçàëè, ÷òî ïðîòèâîïîëîæíûå öèôðû (ðàñïîëîæåííûå ÷åðåç äâå)
â ñóììå äàþò âåëè÷èíó, êðàòíóþ 7. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íàïðîòèâ 1 ìîæåò ñòîÿòü
òîëüêî 6, íàïðîòèâ 2 òîëüêî 5, à íàïðîòèâ 3 ëèøü 4. Ïðè ýòîì íàïðîòèâ 5
ìîæåò òàêæå ñòîÿòü 9 âìåñòî 2, è íàïðîòèâ 6 ìîæåò áûòü 8 âìåñòî 1. Öèôðà 7
ïðèñóòñòâîâàòü íå ìîæåò, òàê êàê íåò íè íóëåé, íè ïîâòîðåíèé öèôð.

Èòîãî ìû èìååì òðè ïàðû ïðîòèâîïîëîæíûõ öèôð: 3 è 4; 6 ñ 1 èëè 8; 5 ñ 2 èëè
9. Çàìåíà 8 íà 1 èëè 9 íà 2 íà ñâîéñòâî ðàññòàíîâêè íå âëèÿåò, ïîýòîìó îñóùå-
ñòâèì òàêèå çàìåíû. Ïîëó÷àòñÿ öèôðû îò 1 äî 6. Èõ ìîæíî ðàñïîëîæèòü ëèøü



îäíèì ñïîñîáîì. Â ñàìîì äåëå, åñëè ïîñëå 1 èä¼ò 2, òî äàëåå ñëåäóåò öèôðà
6, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî, êðàòíîå ñåìè, è âîçíèêàåò ðàññòàíîâ-
êà 126. Íî ýòî íå ïîäõîäèò, òàê êàê öèôðû 1 è 6 íå áóäóò ðàñïîëîæåíû äðóã
íàïðîòèâ äðóãà. Åñëè çà 1 èä¼ò 3, òî êðàòíîå ñåìè ÷èñëî ðàâíî 133, è öèôðû
ïîâòîðÿþòñÿ. Ïîñëå 14 ìîãëî áû èäòè òîëüêî 0 èëè 7, ÷òî íàñ íå óñòðàèâàåò.
Ïîñêîëüêó 6 ïðîòèâîïîëîæíà öèôðå 1, îñòà¼òñÿ ëèøü âàðèàíò 15, ïîñëå ÷åãî
èä¼ò öèôðà 4, è âàðèàíò èìååò âèä 154623.

Òåïåðü ìû âïðàâå çàìåíèòü öèôðû 1 è 2 íà 8 è 9 ñîîòâåòñòâåííî (îäíó èç
íèõ, èëè ñðàçó îáå), ÷òî ïðèâîäèò ê ÷åòûð¼ì âîçìîæíûì ðàññòàíîâêàì: êðîìå
óêàçàííîé âûøå, ýòî åù¼ 854623, 154693, 854693.

4. Îòâåò: äà, ìîæíî.

Ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî òî÷åê áûëî îòìå÷åíî ðîâíî ïÿòü. Äîêàæåì ýòî.

Ïðåæäå âñåãî, ìåíüøå ïÿòè òî÷åê áûòü íå ìîãëî, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ìîæ-
íî îáðàçîâàòü íå áîëåå 6 òðåóãîëüíèêîâ. Ïðèìåð ñ 5 òî÷êàìè ëåãêî ñòðîèòñÿ
(âåðøèíû êâàäðàòà è åãî öåíòð).

Ïóñòü òî÷åê 6 èëè áîëåå. Åñëè åñòü 5 òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ (òî åñòü íèêàêèå
òðè íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé), òî èç íèõ óæå ìîæíî îáðàçîâàòü 10 òðåóãîëü-
íèêîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïî êðàéíåé ìåðå òðè òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
Åñëè èõ ðîâíî 3, òî èç íèõ ìîæíî îáðàçîâàòü 3 ïàðû, è 3 ñïîñîáàìè âûáðàòü
òî÷êó âíå ïðÿìîé. Òðåóãîëüíèêîâ ïîëó÷àåòñÿ êàê ìèíèìóì 9. Ïóñòü 4 òî÷êè
ëåæàò íà ïðÿìîé, à îñòàëüíûå íå ëåæàò. Òîãäà èç 4 òî÷åê ìîæíî îáðàçîâàòü
6 ïàð, è ê êàæäîé èç íèõ 2 ñïîñîáàìè âûáðàòü òî÷êó âíå ïðÿìîé, ÷òî äà¼ò 12
òðåóãîëüíèêîâ. Íàêîíåö, åñëè åñòü 5 òî÷åê íà îäíîé ïðÿìîé, òî èç íèõ ìîæíî
îáðàçîâàòü 10 ïàð, è ïîëó÷àåòñÿ 10 òðåóãîëüíèêîâ âìåñòå ñ òî÷êîé âíå ýòîé
ïðÿìîé. (Åñëè âñå òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî òðåóãîëüíèêîâ âîîáùå
íåò.)

5. Îòâåò: äà, ìîæíî.

Ïîëîæèì íà êàæäóþ ÷àøó âåñîâ ïî òðè ìîíåòû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷àøè îêà-
çàëèñü â ðàâíîâåñèè. Òîãäà íà êàæäîé èç íèõ ïîðîâíó ôàëüøèâûõ ìîíåò, è ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî èõ ðîâíî ïî îäíîé. Çà îäíî âçâåøèâàíèå ìîæíî îïðåäåëèòü, êà-
êàÿ èìåííî ìîíåòà ñ äàííîé ÷àøè ôàëüøèâàÿ, ñðàâíèâ âåñ ëþáûõ äâóõ ìîíåò ñ
ýòîé ÷àøè (åñëè âåñ îäèíàêîâ, òî ýòî îñòàâøàÿñÿ, à åñëè íåò, òî áîëåå ë¼ãêàÿ).
Èòîãî ïîñëå òð¼õ âçâåøèâàíèé ìû âñ¼ óçíàåì.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäíà èç ÷àø ïåðåâåñèëà. Òîãäà íà áîëåå òÿæ¼ëîé
èç ÷àø âñå ìîíåòû íàñòîÿùèå, à íà áîëåå ë¼ãêîé � îäíà èëè äâå ôàëüøèâûå.
Âòîðûì âçâåøèâàíèåì ñðàâíèì âåñ äâóõ ìîíåò ñ ë¼ãêîé ÷àøè. Åñëè îí îäè-
íàêîâûé, òî òðåòüèì âçâåøèâàíèåì ñðàâíèì îäíó èç ýòèõ ìîíåò ñ íàñòîÿùåé.
Òîãäà ìû èëè óâèäèì, ÷òî îáå îíè ôàëüøèâûå, èëè ýòî íå òàê, è ôàëüøè-
âîé ÿâëÿåòñÿ òðåòüÿ ìîíåòû ñ äàííîé ÷àøè. Äðóãàÿ ôàëüøèâàÿ ìîíåòà � òà,
êîòîðàÿ íå ó÷àñòîâàëà â ïåðâîì âçâåøèâàíèè.



Íàêîíåö, åñëè îäíà èç äâóõ ìîíåò ïðè âòîðîì âçâåøèâàíèè ïåðåâåñèëà, òî îä-
íó ôàëüøèâóþ ìîíåòó ìû îïðåäåëèëè. Òðåòüþ ìîíåòó ñ òîé æå ÷àøè äàëåå
ñðàâíèâàåì ñ íàñòîÿùåé. Ïîëó÷àåì, ÷òî èëè îíà ôàëüøèâàÿ, èëè âòîðîé ôàëü-
øèâîé áóäåò ìîíåòà, íå ïðèíèìàâøàÿ ó÷àñòèÿ â ïåðâîì èç âçâåøèâàíèé.



Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2020 � 2021 ó÷åáíûé ãîä

8 êëàññ (ðåøåíèÿ)

1. Çà ïåðâûå 3 âçâåøèâàíèÿ ìîæíî óçíàòü ÷èñëà a+ b, a+ c è b+ c, ãäå a, b, c �
âåñà òð¼õ âûáðàííûõ ÿáëîê. Òåì ñàìûì ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíà óäâîåííàÿ ñóììà
èõ âåñîâ, åñëè âñå íàéäåííûå ÷èñëà ñëîæèòü. Ðàçäåëèâ å¼ ïîïîëàì, ìû óçíàåì
ñóììó a + b + c. (Îòñþäà ëåãêî îïðåäåëèòü âåñ êàæäîãî èç âûáðàííûõ òð¼õ
ÿáëîê, õîòÿ ýòî è íå òðåáóåòñÿ.) Ó íàñ îñòàíåòñÿ 10 ÿáëîê, êîòîðûå ìîæíî ðàç-
áèòü íà ïÿòü ïàð, è çà 5 âçâåøèâàíèé óçíàòü ñóììàðíûé âåñ êàæäîé ïàðû. Òåì
ñàìûì, ïîñëå 8 âçâåøèâàíèé ìû áóäåì çíàòü ñóììàðíûé âåñ âñåõ òðèíàäöàòè
ÿáëîê.

2. Îòâåò: äà, ìîæíî.

Ðàçðåæåì ñíà÷àëà ïðÿìîóãîëüíèê íà ÷àñòè ðàçìåðîì 8× 4 è 8× 5. Ïåðâóþ èç
÷àñòåé ðàçðåçàåì íà äâà êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 4. Îò âòîðîé îòðåçàåì êâàäðàò
ñî ñòîðîíîé 5. Îñòà¼òñÿ ïðÿìîóîëüíèê 3 × 5, êîòîðûé íàäî ðàçðåçàòü íà 4
êâàäðàòà.

Ýòî ñäåëàòü íåòðóäíî: îòðåçàåì êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 3, à îñòàâøèéñÿ ïðÿìî-
óãîëüíèê 3× 2 ðàçðåçàåì íà êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 2 è äâà åäèíè÷íûõ êâàäðàòà.

3. Îòâåò: çà 7 õîäîâ.

Ïîñëå îäíîãî õîäà ÷èñëî íå ïðåâîñõîäèò 4, ïîñëå äâóõ îíî íå ïðåâîñõîäèò 8, è
òàê äàëåå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ÷èñëî áîëüøå 2k, òî íóæíî êàê ìèíèìóì
k õîäîâ, ÷òîáû ïîëó÷èòü åãî èç åäèíèöû.

Óäîáíî äåéñòâîâàòü â îáðàòíîì ïîðÿäêå, òî åñòü ïåðåõîäèòü îò 100 ê 1, ëèáî
äåëÿ ÷èñëî íà 2, ëèáî âû÷èòàÿ èç íåãî 3. Çäåñü âîçìîæíà òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü èç 7 õîäîâ: 100→ 50→ 25→ 22→ 11→ 8→ 4→ 1. Ïîêàæåì, ÷òî ìåíåå
ñåìè õîäîâ íåäîñòàòî÷íî.

Åñëè ìû èç ÷¼òíîãî ÷èñëà âû÷òåì 3, òî äàëåå ïîëó÷èòñÿ íå÷¼òíîå ÷èñëî. Åñëè
ýòî íå 1, òî èç íåãî ñíîâà ïðèä¼òñÿ âû÷åñòü 3. Òîãäà, åñëè ìû 100 íå áóäåì
äåëèòü íà 2, òî çà äâà õîäà ïîëó÷èì 94 > 26, è äàëåå ïîòðåáóåòñÿ íå ìåíåå 6
õîäîâ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïåðâûé ïåðåõîä äîëæåí áûòü îò 100 ê 50. Àíàëîãè÷íî,
åñëè äàëåå ìû âû÷òåì 3, òî ýòî ïðèä¼òñÿ ñäåëàòü åù¼ ðàç, è èç 44 > 25 íàì



áóäåò íóæíî íå ìåíåå 5 õîäîâ. Îáùåå ÷èñëî õîäîâ áóäåò íå ìåíåå 8. Òåì ñàìûì,
âûíóæäåííî èìååì 100 → 50 → 25 → 22. Åñëè èç 22 ìû ðåøèì âû÷åñòü 3, òî
äàëåå ïðèä¼òñÿ ïåðåéòè ê ÷èñëó 16, îò êîòîðîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ ñäåëàòü åù¼
êàê ìèíèìóì òðè õîäà. Îáùåå ÷èñëî õîäîâ ñíîâà ñîñòàâèò êàê ìèíèìóì 8, ÷òî
íàñ íå óñòðàèâàåò. Çíà÷èò, äàëåå ïîñëåäóþò õîäû 22 → 11 → 8, è â êîíöå
îñòàíåòñÿ ñäåëàòü åù¼ äâà õîäà.

4. Îòâåò: íåò, íåëüçÿ.

Ïóñòü ÷èñëî ïîñëå ïåðåñòàíîâêè öèôð ñòàëî èìåòü âèä abcdef . Ñîãëàñíî èçâåñò-
íîìó ïðèçíàêó äåëèìîñòè íà 11, çíàêî÷åðåäóþùàÿñÿ ñóììà a− b+ c−d+ e− f
êðàòíà 11. Îáîçíà÷èì x = a+ c+ e. Òîãäà b+ d+ f = 21− x, ïîñêîëüêó ñóììà
âñåõ øåñòè öèôð ÷èñëà ðàâíà 1 + 2 + · · ·+ 6 = 21. Òåì ñàìûì, 21− 2x äåëèòñÿ
íà 11. Îòñþäà ëåãêî çàêëþ÷èòü, ÷òî x ïðè äåëåíèè íà 11 äà¼ò â îñòàòêå 5, òî
åñòü x ðàâíî 5 èëè 16. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñóììà êàêèõ-òî òð¼õ öèôð ÷èñëà îêà-
çûâàåòñÿ ðàâíà ïÿòè, íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ðàâíî
1 + 2 + 3 = 6.

5. Îòâåò: 10 êîìíàò.

Èç îäíîé êîìíàòû ìîæíî ïîïàñòü ìàêñèìóì â òðè. Èç êàæäîé êîìíàòû, â
êîòîðóþ ìû ïîïàëè, ìîæíî ïåðåéòè ìàêñèìóì â äâå íîâûõ. Ïî óñëîâèþ, ýòî
÷èñëî èñ÷åðïûâàåò âñå êîìíàòû. Èõ ïîëó÷àåòñÿ íå áîëåå 1 + 3 + 6 = 10.

Îñòàëîñü ïîñòðîèòü ïðèìåð ëàáèðèíòà ñ 10 êîìíàòàìè. Ïóñòü êîìíàòû îò 1 äî
5 ñîåäèíåíû ïî öèêëó â âèäå ïÿòèóãîëüíèêà, è òî æå äëÿ êîìíàò îò 6 äî 10.
Äîáàâèì ïåðåõîäû 1−6, 2−8, 3−10, 4−7, 5−9 (ýòî âñ¼ íåòðóäíî èçîáðàçèòü íà
ðèñóíêå; ïîëó÷èòñÿ òàê íàçûâàåìûé ãðàô Ïåòåðñåíà). Ââèäó ñèììåòðè÷íîñòè
ñòðóêòóðû, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëþáóþ èç êîìíàò è ïðîâåðèòü, ÷òî èç íå¼
ìîæíî ïåðåéòè â ëþáóþ äðóãóþ çà îäèí èëè äâà ïåðåõîäà.



Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2020 � 2021 ó÷åáíûé ãîä

9 êëàññ (ðåøåíèÿ)

1. Îòâåò: äà, ñóùåñòâóåò.

Ðàññìîòðèì ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê. Èç ÷åòûð¼õ òàêèõ
ôèãóð ñêëàäûâàåòñÿ êâàäðàò, à èç ÷åòûð¼õ êâàäðàòîâ � íîâûé êâàäðàò. Ýòî
òðåáóåò 16 ýêçåìïëÿðîâ ôèãóðû.

Äåëÿ êàæäóþ ñòîðîíó ðàâíîáåäðåííîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà íà òðè
ðàâíûå ÷àñòè, è ïðîâîäÿ ÷åðåç òî÷êè äåëåíèÿ ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíàì,
ìû ðàçðåçàåì îäèí òðåóãîëüíèê íà 9 ðàâíûõ ìåæäó ñîáîé. Äåéñòâóÿ â îáðàò-
íóþ ñòîðîíó, ìû èç 9 îäèíàêîâûõ ôèãóð ñêëàäûâàåì îäíó. Äâå òàêèå ôèãóðû
ïîçâîëÿþò ñëîæèòü êâàäðàò, ñîñòàâëåííûé èç 18 êîïèé èñõîäíîé ôèãóðû.

2. Îòâåò: äà, ìîæíî.

Ïðèâåä¼ì îäèí èç âîçìîæíûõ ïðèìåðîâ òðåáóåìîé ðàññòàíîâêè ÷èñåë. Ñîïî-
ñòàâèì âåðøèíàì ÷èñëà ïî ïðàâèëó A 7→ 1, C 7→ 2, E 7→ 3, B 7→ 4, D 7→ 5, à
ñòîðîíàì � ïî ïðàâèëó DE 7→ 6, CD 7→ 7, BC 7→ 8, AB 7→ 9, EA 7→ 10. Òîãäà
ñóììà òð¼õ ÷èñåë âäîëü êàæäîé èç ñòîðîí áóäåò ðàâíà 14.

3. Îòâåò: çà 13 õîäîâ.

Ïîñëå îäíîãî õîäà ÷èñëî íå ïðåâîñõîäèò 4, ïîñëå äâóõ îíî íå ïðåâîñõîäèò 8, è
òàê äàëåå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ÷èñëî áîëüøå 2k, òî íóæíî êàê ìèíèìóì
k õîäîâ, ÷òîáû ïîëó÷èòü åãî èç åäèíèöû.

Óäîáíî äåéñòâîâàòü â îáðàòíîì ïîðÿäêå, òî åñòü ïåðåõîäèòü îò 2020 ê 1, ëèáî
äåëÿ ÷èñëî íà 2, ëèáî âû÷èòàÿ èç íåãî 3. Çäåñü âîçìîæíà òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü èç 13 õîäîâ: 2020→ 1010→ 505→ 502→ 251→ 248→ 124→ 62→ 31→
28→ 14→ 7→ 4→ 1. Ïîêàæåì, ÷òî ìåíåå 13 õîäîâ íåäîñòàòî÷íî.

Åñëè ìû èç ÷¼òíîãî ÷èñëà âû÷òåì 3, òî äàëåå ïîëó÷èòñÿ íå÷¼òíîå ÷èñëî. Åñëè
ýòî íå 1, òî èç íåãî ñíîâà ïðèä¼òñÿ âû÷åñòü 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàíî èëè
ïîçäíî ìû áóäåì äåëèòü ÷èñëî íà 2. Òîãäà ìû äâà ðàçà ïîäðÿä âû÷èòàåì 3
ñ ïîñëåäóþùèì äåëåíèåì ïîïîëàì. Òàêàÿ ñòðàòåãèÿ çàâåäîìî íå îïòèìàëüíà,



òàê êàê âìåñòî ýòîãî ìîæíî áûëî ñíà÷àëà ðàçäåëèòü íà 2 (çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî
ïðè ýòîì ÷¼òíî), è ïîòîì îäèí ðàç âû÷åñòü 3. Â âèäå ôîðìóëû: n−3−3

2
= n

2
− 3.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû 2020 íå áóäåì äåëèòü íà 2, òî ïðèä¼òñÿ îãðàíè÷èòüñÿ
âû÷èòàíèÿìè òðîéêè, äëÿ ÷åãî íóæíî ñäåëàòü ñîòíè õîäîâ. Ïîýòîìó ïåðâûé
ïåðåõîä 2020→ 1010 âûíóæäåí. Âòîðîé òàêæå âûíóæäåí, òàê êàê èç 1010 âû-
÷èòàíèÿìè òðîéêè âîîáùå íå ïîëó÷èòü åäèíèöó. Äàëåå ïîëó÷èòñÿ 505, è ââèäó
íå÷¼òíîñòè ìû ïåðåõîäèì ê 502. Íà ýòîì ïóòè ìîæíî ïðîñëåäèòü âûíóæäåí-
íîñòü ïðåäëàãàåìûõ ïðåîáðàçîâàíèé, òàê êàê îäíèìè âû÷èòàíèÿìè òðîéêè èëè
íå îáîéòèñü, èëè ýòî òðåáóåò ñëèøêîì ìíîãî îïåðàöèé.

4. Òðåóãîëüíèê ALB ðàâåí ALD ïî ñòîðîíå è äâóì ïðèëåæàùèì óãëàì. Îòñþäà
BL = LD. Äàëåå, óãîë ïðè âåðøèíå B, êîòîðûé ìû çàïèøåì êàê ∠B, ðàâåí óã-
ëó ∠ADL. Ïîñëåäíèé ðàâåí ñóììå äâóõ âíóòðåííèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà CLD,
íå ñìåæíûõ ñ íèì. Îòñþäà ∠B = ∠C+∠CLD. Ñ ó÷¼òîì ðàâåíñòâà ∠B = 2∠C,
èìååì ∠CLD = ∠C = ∠DCL, òî åñòü òðåóãîëüíèê DCL ðàâíîáåäðåííûé, è
CD = LD = BL.

5. Îòâåò: íåò, íå ìîãëî.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïåðâûå äâå öèôðû ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò
01 äî 31, âòîðûå äâå � îò 01 äî 12, ïîñëåäíèå äâå ìîãóò áûòü ëþáûìè.

Äîïóñòèì, ÷òî âñå öèôðû âñòðå÷àþòñÿ îäèíàêîâî ÷àñòî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
êîëè÷åñòâî äàò äåëèòñÿ íà 5. Ïóñòü îíî ðàâíî 5k. Òîãäà êàæäàÿ öèôðà âñòðå-
òèëàñü ðîâíî 3k ðàç. Îáùåå ÷èñëî âõîæäåíèé 0 èëè 1 ðàâíî 6k.

Ðàññìîòðèì ïåðâóþ öèôðó ìåñÿöà. Ýòî 0 èëè 1. Òàêèõ âõîæäåíèé 5k, ïîýòîìó
ñðåäè ïåðâûõ öèôð ÷èñëà (ýòî ñàìàÿ ïåðâàÿ öèôðà â çàïèñè äàòû), 0 èëè 1
âñòðå÷àåòñÿ íå áîëåå k ðàç. Îñòàëüíûå 4k (èëè áîëåå) ïåðâûõ öèôð çàïèñè �
ýòî 2 èëè 3. Ïîñêîëüêó 2 íà ýòîì ìåñòå âñòðå÷àåòñÿ íå áîëåå 3k ðàç, ïî êðàéíåé
ìåðå k ïåðâûõ öèôð ðàâíû 3. Çà íèìè ñòîÿòü ìîãóò òîëüêî 0 èëè 1. Òàêèõ
âõîæäåíèé íå áîëåå k, ïîýòîìó èõ ðîâíî k. Òîãäà â êà÷åñòâå ñàìîé ïåðâîé
öèôðû íè 0, íè 1 óæå íå âñòðåòÿòñÿ, è íà öèôðó 2 ïðèä¼òñÿ 4k âõîæäåíèé.
Ïðîòèâîðå÷èå.



Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2020 � 2021 ó÷åáíûé ãîä

10 êëàññ (ðåøåíèÿ)

1. Îòâåò: 8 ïàð.

Ïîïðîáóåì ïîñòðîèòü ïåðåñòàíîâêó, â êîòîðîé âñå 9 ïàð ñîñåäíèõ ÷èñåë ÿâëÿ-
þòñÿ õîðîøèìè. Çàáåãàÿ âïåð¼ä, ñêàæåì, ÷òî òàêîãî ïðèìåðà íå ïîëó÷èòñÿ,
è â õîäå ïîïûòêè åãî ïîñòðîèòü âîçíèêíåò ïðèìåð ñ 8 ïàðàìè (âñåìè, êðîìå
îäíîé).

×èñëî 7 ìîæåò ñîñåäñòâîâàòü òîëüêî ñ 1. Ïîýòîìó îíî íàõîäèòñÿ ñ êðàþ. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ñëåâà. ×èñëî 5 ìîæåò ñîñåäñòâîâàòü òîëüêî ñ 1 è 10, à ÷èñëî 9 �
òîëüêî ñ 1 è 3. ßñíî, ÷òî òîëüêî îäíî èç ÷èñåë 5, 9 ìîæåò áûòü ðÿäîì ñ 1.
Òîãäà âòîðîå íàõîäèòñÿ ó ïðàâîãî êðàÿ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ âîçíèêàåò öåïî÷êà
÷èñåë îò 5 äî 9 áåç ó÷àñòèÿ 1. ßñíî, ÷òî ðÿäîì ñ 5 íàõîäèòñÿ 10, è òîãäà çà
íèì èä¼ò 2. Ðÿäîì ñ 9 ìîæåò áûòü òîëüêî 3, à ñ äðóãîé ñòîðîíû îò 3 òîëüêî 6.
Âîçíèêàåò òàêàÿ ñèòóàöèÿ (â òîì èëè äðóãîì íàïðàâëåíèè): 5, 10, 2, ... , 6, 3,
9. Ìåæäó 2 è 6 íàõîäÿòñÿ â êàêîì-òî ïîðÿäêå 4 è 8. Ïîíÿòíî, ÷òî íè îäíî èç
íèõ íå ñîñåäñòâóåò ñ 6. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå 9 ïàð õîðîøèìè îêàçàòüñÿ íå
ìîãóò, è ïîñòðîåí ïðèìåð ñ 8 õîðîøèìè ïàðàìè (4 è 8 ñòàâèì êàê óãîäíî, à 7
è 1 ó íàñ ñòîÿò ñëåâà).

2. Îòâåò: 234.

Ñðåäè òð¼õ öèôð, äåëÿùèõñÿ íà 3, ìîæåò áûòü îäíà èëè äâå ÷¼òíûõ. Âî âòî-
ðîì ñëó÷àå ýòî öèôðû 0 è 6. Òðåòüÿ, äåëÿùàÿñÿ íà 3, ìîæåò áûòü âûáðàíà 2
ñïîñîáàìè (3 èëè 9). Îñòàâøàÿñÿ öèôðà íå äåëèòñÿ íè íà 2, íè íà 3, òî åñòü
ýòî 1, 5 èëè 7 � âñåãî 3 ñïîñîáà. Èòîãî 6 ñïîñîáàìè âûáèðàåòñÿ ñîñòàâ öèôð.
Ïåðåñòàâèòü èõ ìîæíî 4! = 24 ñïîñîáàìè, èç êîòîðûõ â 3! = 6 ñëó÷àÿõ çàïèñü
íà÷èíàåòñÿ íóë¼ì. Çíà÷èò, íàì ïîäõîäÿò 24−6 = 18 ïåðåñòàíîâîê, è ïîëó÷àåòñÿ
6 · 18 = 108 âàðèàíòîâ.

Ïóñòü òåïåðü öèôðà, äåëÿùàÿñÿ íà 6, îäíà. Îñòàâøèåñÿ äâå öèôðû, êðàòíûå
3, ýòî 3 è 9. ×åòâ¼ðòàÿ öèôðà ÷¼òíà è íå äåëèòñÿ íà 3. Ýòî 2, 4 èëè 8 �
âûáèðàåì ýòó öèôðó òðåìÿ ñïîñîáàìè. Åñëè öèôðà 0 îòñóòñòâóåò, òî âîçìîæíî
24 ïåðåñòàíîâêè. Åñëè ïðèñóòñòâóåò, òî 18. Èòîãî 42, è îñòàëîñü óìíîæèòü íà
3, ïîëó÷àÿ 126.

Âìåñòå èìååì 108 + 126 = 234.



3. Îòâåò: äà, ñóùåñòâóþò.

Çäåñü äîñòàòî÷íî óêàçàòü òðåáóåìûå ÷èñëà, íî ïîïðîáóåì èõ ïîäîáðàòü. Ïóñòü
x3+y3 > x+y > x2+y2. Ïîñêîëüêó ñóììà ÷èñåë ïîëîæèòåëüíà, ïåðâîå íåðàâåí-
ñòâî, çàïèñàííîå â âèäå (x+ y)(x2−xy+ y2) > x+ y, ìîæíî ñîêðàòèòü íà x+ y,
ïîëó÷àÿ x2−xy+y2 > 1, òî åñòü (x+y)2 > 1+3xy. Ïîëàãàÿ p = x+y, ïåðåïèøåì
âòîðîå íåðàâåíñòâî â âèäå p > p2−2xy. Òàêèì îáðàçîì, 3p2−3p < 6xy < 2p2−2
èç ýòèõ äâóõ íåðàâåíñòâ, îòêóäà (p− 1)(p− 2) < 0.

Âîçüì¼ì p ïîñåðåäèíå, òî åñòü ïîëîæèì x+y = 3
2
. Òîãäà îêàæåòñÿ, ÷òî 3

8
< xy <

5
12
. Ïîñëå çàìåíû y = 3

2
− x ïîëó÷àòñÿ äâà êâàäðàòíûõ íåðàâåíñòâà, â êîòîðûõ

ìîæíî âûäåëèòü ïîëíûé êâàäðàò, çàïèñûâàÿ èõ â âèäå 7
48
< (x− 3

4
)2 < 3

16
. ×èñëî

x, èì óäîâëåòâîðÿþùåå, íåòðóäíî ïîäîáðàòü. Íàïðèìåð, ãîäèòñÿ x = 1, 15. Ïðè
ýòîì y = 0, 35.

Ìîæíî îñóùåñòâèòü íåïîñðåäñòâåííóþ ïðîâåðêó, ÷òî óêàçàííûå ÷èñëà óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèÿì.

4. Îòâåò: 135◦.

Äëÿ íà÷àëà ïðèâåä¼ì âû÷èñëèòåëüíîå ðåøåíèå.

Îáîçíà÷èì ñòîðîíó êâàäðàòà ÷åðåç a, à ðàññòîÿíèÿ îò P äî ñòîðîí AB è AD
÷åðåç x è y ñîîòâåòñòâåííî. Ñ ó÷¼òîì òåîðåìû Ïèôàãîðà, èìååì ñèñòåìó èç
òð¼õ óðàâíåíèé: 

x2 + y2 = 1
x2 + (a− y)2 = 4
(a− x)2 + (a− y)2 = 9

Âû÷èòàÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîå, èìååì a(a−2y) = 3. Âû÷èòàíèå âòîðîãî
èç òðåòüåãî äà¼ò a(a − 2x) = 5. Îòñþäà 2x è 2y âûðàæàþòñÿ ÷åðåç a, ÷òî ñ
ó÷¼òîì ïåðâîãî óðàâíåíèÿ äà¼ò 4 = (2x)2+(2y)2 = (a− 5

a
)2+(a− 3

a
)2, ÷òî ïîñëå

óïðîùåíèé ïðèâîäèò ê a2 + 17
a2

= 10.

Ðåøàÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî a2, ïîëó÷àåì a2 = 5±2
√
2. Çàìåòèì,

÷òî 2x = a− 5
a
> 0, îòêóäà a2 > 5, òî åñòü îñòà¼òñÿ îäèí êîðåíü a2 = 5 + 2

√
2.

Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ, cos∠APB = 12+22−a2
2·1·2 = − 1√

2
, îòêóäà óãîë ðàâåí 135

ãðàäóñàì.

Ïðèâåä¼ì âòîðîé ñïîñîá ðåøåíèÿ, äîäóìàòüñÿ äî êîòîðîãî ñëîæíåå, íî îí îñ-
íîâàí íà äîïîëíèòåëüíûõ ïîñòðîåíèÿõ, à íå íà âû÷èñëåíèÿõ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíû A, B, C, D èäóò ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ïîâåðí¼ì
êâàäðàò íà 90 ãðàäóñîâ âîêðóã òî÷êè B ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Îáðàçû âåðøèí A,
D, P îáîçíà÷èì â âèäå òåõ æå áóêâ ñî øòðèõàìè. Ïîëó÷èòñÿ êâàäðàò BAD′A′

ñ òî÷êîé P ′ âíóòðè íåãî, ãäå P ′A′ = 1, P ′B = 2, P ′A = 3. Òðåóãîëüíèê PBP ′ �
ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé. Èç íåãî ∠P ′PB = 45◦. Ïðè ýòîì PP ′ = 2

√
2.

Â òðåóãîëüíèêå AP ′P èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî êâàäðàòà ñòîðîíû AP ′ ñóììå



êâàäðàòîâ äâóõ äðóãèõ ñòîðîí: 32 = (2
√
2)2 + 12. Ïî òåîðåìå, îáðàòíîé òåî-

ðåìå Ïèôàãîðà (ñëåäñòâèþ òåîðåìû êîñèíóñîâ), óãîë ïðè âåðøèíå P ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìûì. Îòñþäà ∠APB = ∠APP ′ + ∠P ′PB = 90◦ + 45◦ = 135◦.

5. Îòâåò: äà, ìîæíî.

Çàäàäèì ïåðâûé âîïðîñ ïðî ñóììó a1 + a2. Åñëè â îòâåòå áóäåò 0 èëè 2, òî
çíà÷åíèÿ a1 è a2 ìû çíàåì, è äîñòàòî÷íî çàäàòü äâà âîïðîñà: ïðî çíà÷åíèå a3
è ïðî a4, ñëîæèâ êàæäîå èç íèõ ñ óæå èçâåñòíûì ÷èñëîì (íàïðèìåð, ñ a1).

Ïóñòü a1 + a2 = 1. Çàäàäèì âòîðîé âîïðîñ ïðî a1 + a3. Åñëè â îòâåòå ïðîçâó-
÷èò 0 èëè 2, òî çíà÷åíèÿ ñëàãàåìûõ èçâåñòíû, à âìåñòå ñ íèìè èçâåñòíî è a2.
Îñòàíåòñÿ çàäàòü òðåòèé âîïðîñ ïðî a4, ñëîæåííîå ñ èçâåñòíûì ÷èñëîì.

Íàêîíåö, åñëè a1 + a3 = 1, òî èìååò ìåñòî îäèí èç äâóõ ñëó÷àåâ: 1) a1 = 1,
a2 = a3 = 0; 2) a1 = 0, a2 = a3 = 1. Ñóììà a2+a3 âñåãäà ÷¼òíà. Çàäàäèì òðåòèé
âîïðîñ ïðî ñóììó a2 + a3 + a4. Ïî ÷¼òíîñòè îòâåòà, ìû óçíàåì çíà÷åíèå a4, à
âìåñòå ñ íèì è a2 + a3. Òîãäà, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ðàâíà ýòà ñóììà 0 èëè 2,
ìû óçíàåì, êàêîé èç ñëó÷àåâ 1) èëè 2) èìååò ìåñòî.



Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2020 � 2021 ó÷åáíûé ãîä

11 êëàññ (ðåøåíèÿ)

1. Îòâåò: f(−1) = 23.

Ïîëîæèì f(x) = ax2 + bx + c. Ïî óñëîâèþ, f(1) = 13 = 1, f(2) = 23 = 8,
f(3) = 33 = 27. Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà a + b + c = 1. Âòîðîå è òðåòüå ðàâåíñòâà
ñîîòâåòñòâåííî äàþò 4a+2b+c = 8, îòêóäà 3a+b = 7, è 9a+3b+c = 27, îòêóäà
4a+ b = 13. Ñëåäîâàòåëüíî, a = 6, è b = −11, c = 6.

Òàêèì îáðàçîì, f(x) = 6x2 − 11x+ 6, òî åñòü f(−1) = 6 + 11 + 6 = 23.

Âîçìîæåí è äðóãîé ñïîñîá ðåøåíèÿ, íå ñâÿçàííûé ñ ñîñòàâëåíèåì ñèñòåìû.
Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí x3 − f(x) ñòåïåíè 3. Ïî óñëîâèþ, åãî êîðíÿìè áóäóò
÷èñëà 1, 2, 3. Òîãäà ïî òåîðåìå Áåçó îí äåëèòñÿ íà (x − 1)(x − 2)(x − 3). Ñ
ó÷¼òîì òîãî, ÷òî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ðàâåí åäèíèöå, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî.
Îòñþäà f(x) = x3− (x− 1)(x− 2)(x− 3), è îñòà¼òñÿ ïîäñòàâèòü x = −1 (ìîæíî
äàæå íå ðàñêðûâàòü ñêîáêè).

2. Îòâåò: íåò, íå ìîã.

×èñëî î÷êîâ, íàáðàííûõ Ñàâåëèåì, íå ìîãëî óâåëè÷èòüñÿ ïîñëå äèñêâàëèôèêà-
öèè Îñòàïà. ×èñëî î÷êîâ, íàáðàííûõ êàæäûì èç îñòàëüíûõ ó÷àñòíèêîâ, ìîãëî
óìåíüøèòüñÿ ìàêñèìóì íà åäèíèöó (â ñëó÷àå, åñëè îí ïîáåäèë Îñòàïà). Åñ-
ëè ñíà÷àëà ÷èñëî î÷êîâ Ñàâåëèÿ áûëî ìåíüøå, à ïîòîì ñòàëî áîëüøå, ÷åì ó
êàæäîãî èç îñòàëüíûõ, òî ýòî ìîãëî ïðîèçîéòè òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà Ñàâåëèé
ïðîèãðàë Îñòàïó, à îñòàëüíûå ó íåãî âûèãðàëè.

Â ýòîé ñèòóàöèè (ïîñëå äèñêâàëèôèêàöèè) âñå ó÷àñòíèêè íàáðàëè ïîðîâíó î÷-
êîâ, à Ñàâåëèé íà ïîëîâèíó î÷êà áîëüøå. Ïóñòü ó÷àñòíèêîâ êðîìå Ñàâåëèÿ â
ýòîì ñëó÷àå áûëî n. Òîãäà âñå âìåñòå n+ 1 ó÷àñòíèêîâ íàáðàëè (n+ 1)n ïîëî-
âèí î÷êîâ. Èç íèõ n ó÷àñòíèêîâ íàáðàëè ïî x ïîëîâèí î÷êîâ, à Ñàâåëèé íàáðàë
x+ 1. Ýòî äà¼ò óðàâíåíèå (n+ 1)n = nx+ x+ 1, òî åñòü 1 = (n+ 1)(n− x), ÷òî
íåâîçìîæíî ïðè n ≥ 1.



3. Îòâåò: 4608.

Ïóñòü ÷èñëî ñòàëî èìåòü âèä abcdefgh. Ñîãëàñíî èçâåñòíîìó ïðèçíàêó äåëè-
ìîñòè íà 11, çíàêî÷åðåäóþùàÿñÿ ñóììà a− b+ c− d+ e− f + g− f êðàòíà 11.
Îáîçíà÷èì x = a + c + e + g. Òîãäà b + d + f + h = 36 − x, ïîñêîëüêó ñóììà
âñåõ âîñüìè öèôð ÷èñëà ðàâíà 1+ 2+ · · ·+8 = 36. Òåì ñàìûì, 2x− 36 äåëèòñÿ
íà 11. Îòñþäà ëåãêî çàêëþ÷èòü, ÷òî x ïðè äåëåíèè íà 11 äà¼ò â îñòàòêå 7, òî
åñòü x ðàâíî 7, 18 èëè 29. Â ïåðâîì è òðåòüåì ñëó÷àå, ñóììà êàêèõ-òî ÷åòûð¼õ
öèôð ÷èñëà îêàçûâàåòñÿ ðàâíà ñåìè, íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê íàèìåíüøåå
çíà÷åíèå ðàâíî 1 + 2 + 3 + 4 = 10.

Òàêèì îáðàçîì, x = 18, òî åñòü ñóììà öèôð íà íå÷¼òíûõ ìåñòàõ, à òàêæå íà
÷¼òíûõ, ïðèíèìàåò èìåííî ýòî çíà÷åíèå. Â îäíó èç ÷¼òâ¼ðîê âõîäèò öèôðà 8, è
òîãäà îñòàëüíûå òðè öèôðû â ñóììå äàþò 10. Ëåãêî âûïèñàòü âñå âîçìîæíûå
âàðèàíòû ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè: 721, 631, 541, 532.

Èòàê, èìååòñÿ 4 ñïîñîáà âûáàòü ÷åòâ¼ðêó ñ ó÷àñòèåì öèôðû 8. Ýòè öèôðû
ìîæíî ðàçìåñòèòü íà ÷¼òíûõ èëè íå÷¼òíûõ ìåñòàõ. Èòîãî 8 âàðèàíòîâ äëÿ
ñîñòàâà öèôð íà ìåñòàõ òîé è äðóãîé ÷¼òíîñòè. Ââèäó òîãî, ÷òî èìååòñÿ 4! = 24
ñïîñîáà óïîðÿäî÷èòü êàæäóþ èç äâóõ ÷åòâ¼ðîê, èìååì îòâåò 8 · 24 · 24 = 4608.

4. Îòâåò: óðàâíåíèå èìååò 4 ðåøåíèÿ â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ. Ëèáî k = 1, è òîãäà
x = y = z = 1, ëèáî k = 2, è òðîéêà (x, y, z) ïðèíèìàåò îäíî èç òð¼õ çíà÷åíèé:
(5, 1, 3), (3, 3, 3) èëè (1, 4, 2).

Äëÿ k = 1 èìååì åäèíñòâåííûé âàðèàíò 1 + 2 + 3 + 4, òî åñòü x = y = z = 1.
Ïóñòü k = 2. Áóäåì áðàòü çíà÷åíèÿ äëÿ y è ïîäñòàâëÿòü, à ïîòîì ñìîòðåòü íà
äâîè÷íîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà 100− 3y − 1. Âàðèàíòîâ ïðè ýòîì áóäåò âîçíèêàòü
èëè îäèí, èëè íè îäíîãî.

1) y = 1

96 = 25 + 43

2) y = 2

90 íå ðàâíî ñóììå äâóõ ñòåïåíåé äâîéêè

3) y = 3

72 = 23 + 43

4) y = 4

18 = 21 + 42

Èòîãî ïîëó÷èëîñü 4 ðåøåíèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè k ≥ 3 ðåøåíèé íåò.

Ïðè äåëåíèè íà 8 ñòåïåíè òðîéêè äàþò â îñòàòêå 1 èëè 3. Ïîýòîìó 2x+4z äà¼ò â
îñòàòêå 4 èëè 6 ïðè äåëåíèè íà 8. Âî âòîðîì ñëó÷àå íåò äåëèìîñòè íà 4, îòêóäà
x = 1, íî òîãäà è z = 1, ÷òîáû íå ïîëó÷èëîñü çíà÷åíèå 2. Çíà÷èò, 3y + 7 = 10k.
Ñëó÷àé y ≥ 2 íåâîçìîæåí èç ñîîáðàæåíèé îñòàòêà îò äåëåíèÿ íà 9, à ïðè y = 1
èìååì ðàíåå ðàññìîòðåííûé ñëó÷àé.



Îñòà¼òñÿ ñëó÷àé, êîãäà 2x+4z äà¼ò â îñòàòêå 4 ïðè äåëåíèè íà 8. Òàêîå áûâàåò
ïðè z = 1, x ≥ 3, èëè ïðè z ≥ 2, x = 2. Âòîðàÿ âîçìîæíîñòü ñâîäèòñÿ ê ïåðâîé,
òàê êàê ïðè ýòîì 2x + 4z = 22z + 41. Èòîãî èìååì 2x + 3y + 5 = 10k. Ïðè ýòîì y
íå÷¼òíî. Ñëó÷àé y = 1 áûñòðî îòìåòàåòñÿ, à ïðè y ≥ 2 èç ñîîáðàæåíèé îñòàòêà
îò äåëåíèÿ íà 9 îêàçûâàåòñÿ, ÷òî x = 6m+2. Ïîêàçàòåëü ÷¼òåí, òî åñòü 2x äà¼ò
îñòàòîê 1 èëè 4 ïðè äåëåíèè íà 5. Îäíàêî 3 â íå÷¼òíîé ñòåïåíè äà¼ò 2 èëè 3 â
îñòàòêå. Òåì ñàìûì, 2x + 3y íå äåëèòñÿ íà 5 � ïðîòèâîðå÷èå.

5. Îòâåò: íåò, íåëüçÿ.

Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî
√
13 +

√
2 > 5, ÷òî ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ âîçâåäåíèåì â

êâàäðàò. Òî åñòü íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà âûïîëíåíî, êàê è äîëæíî áûòü.

Ïóñòü A′, B′, C ′ � ïðîåêöèè òî÷åê A, B, C ñîîòâåòñòâåííî íà ïëîñêîñòü α. Èç
ïðÿìîóãîëüíîé òðàïåöèè ABB′A′ ïðè ïîìîùè òåîðåìû Ïèôàãîðà ïîëó÷àåì,
÷òî A′B′ =

√
52 − (2− 1)2 = 2

√
6. Èç äâóõ äðóãèõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðàïåöèé

àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì B′C ′ =
√

2− (3− 2)2 = 1 è C ′A′ =
√
13− (3− 1)2 = 3.

Ïðè ýòîì B′C ′ + C ′A′ = 4 < 2
√
6 = A′B′, òî åñòü íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà íå

âûïîëíåíî. Ïîýòîìó òàêîé êîíôèãóðàöèè íå ñóùåñòâóåò.


